
Аналитические связанные решения уравнений космологической динамики в рамках ОТО… (81–90 с.) 

Нелинейный мир, т. 22, № 3, 2024 81

Научная статья 
УДК 530.12 
DOI: https://doi.org/10.18127/j20700970-202403-08 

Аналитические связанные решения уравнений 
космологической динамики в рамках ОТО  
и гравитации Эйнштейна–Гаусса–Бонне 

Г.Д. Манучарян1, И.В. Фомин2 
1, 2 Московский государственный технический университет им. Н.Э. Баумана (Москва, Россия) 
 1 Государственный астрономический институт им. П.К. Штернберга,  
Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова (Москва, Россия) 
 1 gdmanucharyan@bmstu.ru, 2 fomin_iv@bmstu.ru 

Аннотация 
Постановка проблемы. В настоящее время существуют различные модифицированные теории гравитаций, анали-
тическое решение которых существенно усложняется ввиду их нелинейно-интегро-дифференциальных форм. При 
этом отсутствуют модели, позволяющие расширять решения, полученные в рамках ОТО, на случаи модифицирован-
ных гравитаций (в рассматриваемом случае гравитация Эйнштейна – Гаусса – Бонне) с помощью функциональной за-
висимости от инфляционных параметров и линейной комбинации параметров медленного скатывания первого. 
Цель. Нахождение аналитических решений уравнений космологической динамики в рамках гравитации Эйнштейна – 
Гаусса – Бонне, связанных с решениями уравнений фоновой динамики в рамках ОТО, определение параметров, поз-
воляющих проводить их верификацию. 
Результаты. Представлена новая форма связи инфляционных параметров между гравитацией ЭГБ и обшей теорией 
относительности (ОТО), выражены, с учетом предложенной формы связи, функциональные зависимости космологиче-
ских параметров ЭГБ гравитации, через параметры ОТО. Рассмотрена конкретная модель космологической инфляции 
для случая ОТО, показано, что модель не верифицируема по наблюдательным ограничениям. 
Практическая значимость. Предложенная форма связи позволяет расширять решения уравнений космологической 
динамики ОТО на случай гравитации Эйнштейна – Гаусса – Бонне, что в свою очередь дает возможность оценивать 
квантовые поправки к ОТО оперируя только инфляционными параметрами ОТО.  
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Введение 

В рамках современной космологии, с учетом стандартной модели, остаются неразрешенными про-
блемы темной материи и темной энергии, несмотря на существенный объем работ по направлению 
[1]. Развивая различные подходы определения источников указанных форм материи, обращается 
внимание, помимо прочего, на модифицированные по отношению к общей теории относительно-
сти (ОТО) гравитации, включающие в рассматриваемое действие поля (скалярные, киральные), 
члены, включающие высокие порядки кривизны или функции от них [2, 3]. Однако каждая следу-
ющая модификация делает анализируемые уравнения все более и более сложными, тем самым 
практически сводя на нет возможность нахождения аналитических решений.  

Цель работы – рассмотреть возможность конструирования аналитических решений уравнений 
космологической динамики в рамках модифицированной гравитации Эйнштейна–Гаусса–Бонне, 
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включающей в действие неминимальную связь между скалярным инфлатонным полем и инвариан-
том Гаусса–Бонне, основанных на решениях уравнений космологической динамики для ОТО. При 
этом в модели появляется дополнительная константа, параметризующая связь скалярного поля и ин-
варианта Гаусса–Бонне. Указанная константа также влияет на спектральный индекс скалярных воз-
мущений, тензорно-скалярное отношение, амплитуду скалярных возмущений. 

1. Уравнения космологической динамики 

Уравнения космологической динамики в рамках ОТО рассматриваются исходя из действия Эйн-
штейна–Гильберта, которое в системе единиц 8 1G c   записывается как 

4 1 1
( ) .

2 2E RS x g Vd       
  

      (1.1) 

Отсюда, варьированием по полю и по метрике, записывается система 

3 ( ) 0,H V    
     (1.2) 

2 1
( ),

2
3 VH      (1.3) 

2 21
3 ),

2
2 (VH H        (1.4) 

которая с учетом линейной независимости только двух из трех уравнений представляется в виде 

2( ) ,( ) 3t HV H     (1.5) 
2 2 .H     (1.6) 

Для нахождения аналитических решений рассмотренной системы обратимся к определению 
параметра Хаббла: ,( /) aH t a   что позволит переписать второе уравнение системы (1.3) как 

2
22 ( ( ))2 ,f t

a a

a a
    
 


    (1.7) 

откуда, выбрав соответствующую форму функции ( )f t , получим 

(( ,) )f tt dt    (1.8) 

 1 2
0

1
( ) exp ( ,

2
)c ta t a e f dtt dt

  
     (1.9) 

2( .)
1

( )
2

fH t t dt    (1.10) 

Топологический инвариант Гаусса–Бонне при неминимальном взаимодействии со скалярным 
полем дает ненулевой вклад, что формально можно представить как [4] 

4 1 1
) ( ) ,

2 2
(GB GB GB GB GB GB GBR g RS d x V      

 
        (1.11) 

где ( )GB   – функция неминимальной связи скалярного поля и скаляра Гаусса–Бонне, определен-

ного как  

2 4 .GBR R R R R R   
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Уравнения космологической динамики при этом записываются как 

2 2 31
( ) 123

2
,GB GB GB GB GBH V H        (1.12) 

 2 2 22 4 4 2 ,GB GB GB GB GB GBH H H H H            (1.13) 

   2 23 ( ) 12 0,
GB GBGB GB GB GB GB GB GB GB GBH V H H H        
        (1.14) 

откуда, аналогично случаю ОТО, можно ввиду линейной зависимости переписать (1.12)–(1.14) в 
виде 

  2 3 23 10 2 4 ,GB GB GB GB GB GB GB GB GBH H H H H HV              (1.15) 

3 21
4 2 .

2 GB GB GB GB GB GBH H H H H              (1.16) 

Полагая наличие связи между инфляционными параметрами для ОТО и ЭГБ гравитации, ре-
шения, полученные для ОТО, возможно расширить на случай гравитации ЭГБ. Для описания свя-
зи параметра Хаббла в рамках рассматриваемых гравитаций можно ввести параметр расхождения 
[5]: 

,H GB EH H     (1.17) 

где индекс «Е» соответствует ОТО.  
Далее рассмотрим случай, когда параметр расхождения H  определяется как 

2
E E

H
E EH

H H

H

 
    

 

 
 . (1.18) 

2. Приближение медленного скатывания и параметры космологических возмущений 

В рамках настоящей работы инфляция будет рассматриваться с учетом приближения медленного 
скатывания, идея которой заключается в исключении из уравнений движения медленно варьиру-
ющихся малых членов. Само приближение медленного скатывания может привести к существен-
ному изменению спектра реликтового излучения, плотности энергии реликтовых гравитационных 
волн [6–8]. 

Параметры медленного скатывания определяются следующим образом [6] 

2
,E

E
E

H

H
 


   (2.1) 

2
.E

E
E EH

H

H
  


   (2.2) 

При этом условия медленного скатывания формулируются как 1E   и 1E    [6]. 

Уравнения (1.15)–(1.16) можно переписать с учетом связи  1 2E GB GBH HH    , предложен-

ной в [5], соотношения (1.18) и параметров медленного скатывания в виде 

     2 2 2 2 21
3 ,2 3 1

2GB GB E E E E E E GBH HV              (2.3) 

 2 2 21
,

2 GB E E E EH        (2.4) 
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где  E E E    . 

Для случая гравитации Эйнштейна–Гаусса–Бонне, параметры медленного скатывания  
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  (2.7) 

Спектральный индекс скалярных возмущений ( )S GBn  и отношение квадратов амплитуд тен-

зорных и скалярных мод возмущений (тензорно-скалярное отношение) ( )GBr  для ЭГБ гравитации 

[5] 
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E
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E
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   (2.9) 

Соотношения (2.8)–(2.9) с учетом наблюдательных ограничений на тензорно-скалярное от-
ношение и спектральный индекс скалярных возмущений [9, 10] 

0,965 0,004,Sn    (2.10) 

0,032,r    (2.11) 
92,1 ,10SP    (2.12) 

( SP  – амплитуда скалярных возмущений на пересечении радиуса Хаббла ( k aH )), позволяют 

наложить ограничения на возможные значения параметра  , а также верифицировать различные 

модели. Скорость распространения скалярных и тензорных возмущений при этом можно оценить 
как [5, 11] 
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В случае 0E   имеем 1S Gc c  . 
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3. Модель с генерирующей функцией  
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Исходя из (1.9)–(1.10) можно для рассматриваемой формы генерирующей функции записать 
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где c  – константа интегрирования.  
Рассмотрим случай, когда константы моде-

ли будут иметь значения 0,68c  , 1k  , 

0 0,0333t  . При этом наблюдается две эпохи 
ускоренного расширения Вселенной (рис. 1). 

На больших временах относительное ускорение  
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(3.3) 

принимает постоянное значение точно так же, как и параметр Хаббла (3.2): 
2lim ( ) , lim ( ) .

t t
Q t c H t c

 
    (3.4) 

Временная эволюция скалярного поля и потенциала этого скалярного поля можно определить 
с учетом (3.2), (1.5) и (1.6): 
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                                                         а)                                                                                                  б) 

Рис. 2. Графики зависимости потенциала от скалярного поля. а – ось потенциала в логарифмической шкале; б – эволю-
ция потенциала скалярного поля от времени (ось потенциала также в логарифмической шкале) 

Fig. 2. Potential dependence on scalar field: a – potential axis in logarithmic scale; b – the evolution of the potential of a scalar 
field over time, the potential axis is also in the logarithmic scale 

Рис. 1. Относительное ускорение рассматриваемой модели 

Fig. 1. Relative acceleration of the model under consideration 
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Представленная модель удовлетворяет приближению медленного скатывания: параметры 
медленного скатывания малы по отношению к единице до выходя из инфляции (рис. 3). При этом 
выход из инфляции происходит при значении   1,et   причем момент et  (приближенно для рас-

сматриваемых констант модели равен 0.19) в точности совпадает с первым нулем относительного 
ускорения (см. рис. 1). 
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Рис. 3. Параметры медленного скатывания для случая 
ОТО 

Fig. 3. Slow rolling parameters for the case by general rela-
tivity 

Рис. 4. Зависимость тензорно-скалярного отношения от 
наклона спектра скалярных возмущений для различных зна-
чений параметра медленного скатывания 

Fig. 4. Dependence of the tensor-scalar ratio on the slope of the 
spectrum of scalar perturbations for different values of the slow 
rolling parameter 

Заметим, что при 1t   для рассматриваемых констант можно оценить параметры медленного 
скатывания как 0  . Число е-фолдов при выходе из инфляции (для рассматриваемых кон-
стант модели) оценивается как 

 
0

56,7,
et

f EH t dtN     (3.9) 

что лежит в диапазоне ожидаемых значений. 
Анализируя расширение рассмотренной модели на случай гравитации Эйнштейна Гаусса–

Бонне, первым делом необходимо наложить ограничения на константу неминимального взаимо-
действия  . Теоретически это возможно из соотношений (2.10), (2.11): решая параметрическую 

задачу, при которой выполняется ( )( 0,965) 0,032S GBr n   . Учитывая ограничения, представлен-

ные в [12], константа неминимального взаимодействия   оценивается как 

 0,58400 0,5, 8555 . (3.10) 

чем демонстрируется, что учет неминимального взаимодействия скалярного поля и скаляра Гаус-
са–Бонне позволяет верифицировать по зависимости тензорно-скалярного отношения от наклона 
спектра скалярных возмущений рассматриваемую модель. 
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Исходя из (2.13) и (2.14) для рассматриваемой модели можно определить, что на больших 
временах скорость распространения скалярных и тензорных возмущений (скорость света и грави-
тационных волн) равна единице (в рассматриваемой системе 8 1G c  ). 

Функция неминимального взаимодействия для рассматриваемой модели определяется через 
дифференциальное уравнение 
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где 
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Форму эволюции скалярного поля, при этом, можно представить как 

 

 
 

 
 

 
0 0 0

3

2

4 4
0 0 0

3 1 1
( ) 3 3

6 6 2
3m t t m t t m t t

GB
k k k

V t e c
t t t t m t

e e
m m t

                              
      

 


 

 

 
 

 
 

 

0 0

0

2

0 0

0

5 3

4

12 1
3 3

6

3
2 3

m t t m t t

m t t

t t t t

k
m e c e

m

t
me

t

   

 

    
              

 
  






 

   (3.12) 

 

 
 

 
 

 

 

 
 

 

0 0 0

0 0

22

0 0 02
2

4

2

5 3

4 3
0 0

9 1 4 1
9 3

6

1 1
162 3

6

,

m t t m t t m t t

m t t m t t

t t t t

k k
me e c e

m m

k
me c e

m

t t

t t t t

     

   

                              
    
        

    

    
  

  

а эволюцию скалярного поля можно определить исходя из дифференциального уравнения 
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Рис. 5. Зависимость скоростей распространения скалярных 
и тензорных возмущений от времени для рассматриваемой 
генерирующей функции. Ось времени в логарифмических 
координатах 

Fig. 5. Dependence of propagation rates of scalar and tensor 
perturbations on time for the generating function under consid-
eration. Time axis in logarithmic coordinates 

Рис. 6. Эволюция функции неминимального взаимодей-
ствия скалярного поля и скаляра Гаусса–Бонне (штрихо-
ванная часть функции соответствует случаю больших по-
лей, когда функция 1 ) 

Fig. 6. Evolution of the non-minimal interaction function of a 
scalar field and a Gauss–Bonnet scalar. The hatched part corre-
sponds to the case of large fields when the function 1  

Заключение 

Рассмотрен новый класс решений уравнений космологической динамики для случая гравитации 
Эйнштейна–Гаусса–Бонне, основанной на связи космологических параметров ЭГБ гравитации с 

параметрами для ОТО и неминимальной связи 
скалярного поля и инварианта Гаусса–Бонне. 
Для рассмотренной формы связи даны основ-
ные соотношения, позволяющие расширять 
решения уравнений космологической динами-
ки ОТО на случай гравитации Эйнштейна–
Гаусса–Бонне, провести их верификацию по 
наблюдательным ограничениям. 

Представлена методика генерации точных 
решений уравнений космологической динамики 
подбором функции ( )f t  (соотношение (1.7)), на 

основе которой представлено новое решение 
уравнений космологической динамики в рамках 
классической теории гравитации и модифици-
рованной теории Эйнштейна–Гаусса–Бонне.  

Для рассмотренной модели показано, что 
скорость распространения скалярных и тензор-
ных возмущений на больших временах совпадает 

с единицей, а также, что для выделенного диапазона значений константы неминимальной связи 

 0,58400, 0,58555  модель проходит верификацию по зависимости тензорно-скалярного отноше-

ния от наклона спектра скалярных возмущений.  
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Abstract 
At present there exist various modified theories of gravitation, the analytical solution of which is significantly complicated due 
to their nonlinear integro-differential forms. Thus there are no models allowing to extend the solutions obtained in the 
framework of GR to the cases of modified gravitation (in the considered case Einstein-Gauss-Bonnet gravitation) by means of 
the functional dependence on inflationary parameters and linear combination of the slow rolling parameters of the former. 
The aim of this work is to find analytic solutions of the equations of cosmological dynamics in the framework of Einstein-
Gauss-Bonnet (EGB) gravity, related to the solutions of the equations of background dynamics in the framework of GR, and 
to determine the parameters allowing their verification. 
In the framework of the present work a new form of the connection of inflationary parameters between EGB gravity and the 
general theory of relativity (GTR) is presented, the functional dependences of cosmological parameters of EGB gravity 
through the parameters of GTR are expressed, taking into account the proposed form of connection. A specific model of 
cosmological inflation for the case of GR is considered, it is shown that the model is not verifiable by observational 
constraints. 
It is shown that the proposed form of coupling allows to extend the solutions of the equations of cosmological dynamics of 
GR to the case of Einstein-Gauss-Bonnet gravitation, which in turn makes it possible to estimate quantum corrections to GR 
operating only with inflationary parameters of GR. 
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